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UTILIZACION DE LA FORMULA DE BLACK
PARA VALORAR OPCIONE

1. Férmula de Black y Scholes
La formula de Black y Scholes para valo,» igpes que no reparten dividendos e

C=SN (X -KF'NX-0V)

Ln (S/K Y
siendo x =
oVt
T= 0 t
Hoy Fecha de ejercicio

— C = Precio de la opcién de hay (T = 0) en pesetas.

-t = Periodo de vigenciag¢: cion de compra.

—r = 1 + tasa de interés: esgo entre T = 0 y t. En otras palabras, r es el nimerc
pesetas que tendremos irtiendo 1 peseta hoy en deuda sin riesgo.

—o0 = \olatilidad anual de la accién:en tanto por uno. Asi, si la volatilidad de la accion «
20%, introduciremet 2.

— K = Precio de ejer )pcion de compra en pesetas.

—S = Precio de la acci6 en pesetas.

— N(x) = Valor de la fun¢ié babilidad acumulada de una distribuciéon normal estand

(*) Nota técnica de la Divisi & Investigacion del IESE.
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2. Uso de la formula de Black y Scholes

Ya tenemos la formula de Black y Scholes, y ahora en esta seccion vamos a
como podemos utilizarla. En primer lugalamos a aplicar la:formula suponiendo que
tenemos todos los datos necesarios, y a continuacion veremos camo obtenemos los datos
donde los derivamos.

Todas las operaciones incluidas en la formula de k y Scheles son muy faciles

realizar con excepcién de la funcion N (x).

Sabemos que N (x) es una integral que no tiené’
la mayoria de los libros de estadistica contienen tablas
acumulada de una distribucion normaambién exist
férmula. Describimos a continuacion dos de ellas:

ion explicita. Sigembal
funcion de probabilic
naciones polindmicas a la

Aproximacion polindbmica 1 para calcular N (x):

Parax0: N (x) =1-N'(x) [g k + & k2 + agfk3], (1)

donde: k=1/(1+W x); W=0,33267; 2 0,43618 0,1201676;

_ w2
a, = 0,937298; N’ (x) = (2 /272

Nétese que la formula es aproxi la paredxinicamente. Para x < 0 debe hacerse
uso de la propiedad N (—x) =1 — N (x] roximacion es correcta hasta la cuarta ¢
decimal. '

)

,330274429; N’ (X) = (@) -1/2 _x /2

Nétese que esta formula es también aproximada Unicamente para x > 0. Para x
se hace uso de la propi —X) =1-N (x). Esta aproximacién es correcta hasta la <
cifra decimal y es la que en los calculos que vienen a continuacion.

a opcion de compra con 3 meses de vigor (la opcion se podra eje
s) con precio de ejercicio de 400 pesetas. El precio de la accion h
al esperada es del 30% (0,3), y el tipo de interés sin riesgo a 3 m
On no pagara dividendos durante los préximos 3 meses.

Tenemos todos s precisos para calcular el valor de la opcion:
S =500; K = r=11vy t=0,25p Vvt =0,15;
S/Krt=1,28014211%3556; x = 1,7214739751; &+t = 1,5714739751;
N (x) = 0,9574176; N (x € Vt) = 0,9419637

El valor de la opcion de compra gor consiguiente, es:

C =500x 0,9574176 — 40@ 1,1 —“~x 0,9419637 = 110,80 pesetas.
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Estos calculos pueden realizarse muy facilmente con una calculadora programab
con una hoja electrénica. EI Apéndice 1 contiene el programa que permite calcular el valol
una opcién en una calculadora HP 12C.

Ejemplo. Calcular el valor de una «call» sobre una accion de 1B e tiene un precio de ejercit
de 45 dolares y fecha de ejercicio dentro de 156 dias. La cotizacign. .de Ja accion de IBM es
44 ddlares, y la tasa de interés sin riesgo anual es 7%. La volatilidg&“gsperad la accién de IBM es |
No se esperan dividendos de dicha accién durante los préximos seis.meses. Aplicando la formula de B

y Scholes, resulta: «call» = 3,68 doélares.

3. Influencia de los parametos en el valor de la opci

Al tratar de cuantificar la sensibilidad del valgy. de la opgion respecto a la variacion
alguno de los parametros, utilizaremos lablds 1 a 5,y t¢ daremos la cuantificacion
mas matematica, que viene dada por la derivada parcial“del valor de la opcién con respet
la variable que estamos examinando. ;

Las Tablas 1, 2, 3, 4 y 5 muestran ia el valor de la opcion cuanc
cambian los pardmetros que la caracterizan.

La Tabla 1 es la tabla base a la:
Tablal, para el tipo de interés igual a 10
la «call» es 10,80, como habiamos obtehidc

e iran referidas las demas. Nétese cémo e
..el precio de ejercicio de 400 pesetas, el valol
iterigrmente.

Tabla 1. Valo
(El valor de la opcién

istintas opciones de compra
lizando la férmula de Black y Scholes)

K 1,15 1,20
300 210,30 213,37
400 114,88 118,78
500 38,76 41,70
600 6,94 7,88
700 0,72 0,86

r

1,05 1,10 1,15 1,20
207,38 214,07 220,32 226,19
115,24 123,03 130,48 137,61
48,03 53,92 59,87 65,83
15,15 18,02 21,11 24,40
3,86 4,87 6,02 7,32

S =500 pesetas= 0,5 afios 0 =0,3
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1. t, tiempo hasta la fecha de ejercicio

La dnica diferencia entre lasafilas 1y 2 es el tlempo hasta la expiracion. Las
opciones de laabla 1 tienen un tiempo hasta la explraC|on > tres meses, mientras ¢
las opciones de ladbla 2 tienen un tiempo hasta la expiracion de 6 meses. Nétese como
precio de las opciones de labla 2 es superior al precio de 7 s daldaTl con
iguales caracteristicas (excepto el tiempo hasta la expiracigny.” i Itado es acorde ¢
intuicién de que una opcién tendra mas valor cuanto mayos:sea su periodo de vigencia.

Para una cuantificacibn mas exacta de como
respecto al tiempo hasta la expiracion, necesitamos
formulade Black y Scholes con {especto al tiempo, la_gual v
0C/ot =So N (x)/ (2Vt)+ Kr Ln () N (x —o Vi) >

el precio de la opcion ¢
la derivada parcial de
dada por la exgtgsion

Notese como:

cuando t — 0, entonces C >MAX [S - K, 0];
cuando t — o, entonces C >S.

Demostraciéon: — Sit = 0; entoncéss 1,

[OVt] =+0siS>K
=—wsiS<K

x = lim[Ln (S) = Ln (K) + t Ln () +(1 / 2p2
t—>0

N (+w) =1y N (—o) = 0. Por tantg:
— Sit =o0; entonces1°° 0, vy :

'siS>K,y C=0si S<K.

x = lim[Ln (S) — Ln (K) +t Ln(r) +

t—> o

Vt] = . Como N ¢) =1, C=S.

2.1, tasa de interés

En todas las dblas ve
tipo de interés. La intuicion
ejercicio es menor cuanto mayor es“l
dela opcion de compra.

el precio de la opcion aumenta cuando aumenta
s.de esto es muy sencilla: el valor actual neto del precic
4ipo de interpsryconsiguiente, mayor es el precio

Para cuantificar:
la tasa de interés, hac
al tipo de interé§2). oC

gtamente la variacion del precio de la opcion cuando ve
os la detivada parcial de la formula de Black y Scholes con resg
tKr=t+1)N (x —o Vvt) > 0.

(1) Se suele denominar Theta€ / ot.
(2) Se suele denominar RhaG /or.
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La intuicién detrds de este resultado es que cuando el tipo de interés tiend
infinito, el valor actual neto del precio de ejercicio es cero, con lo cual el valor de la opci
sera igual al precio de la accion.

3. K, precio de ejercicio

En las Bblas 1 a 4 podemos observar como el precio.de la opcion disminuye cuar
aumenta el precio del ejercicio. Este resultado es intuitivamente evidente, puesto que cuanto
tengamos que pagar por la misma accion en la fecha ejer¢icio, menor sera el precio (
opcion correspondiente. La cuantificacion mas exacta d iacion del precio de la opc
cuando cambia el precio del ejercicio viene dada @or! 0

Cuando K — 0, entonces C >S; y cuant ntonces C >-0.

Demostracion: cuando K = 0, entonces %
C = S. Cuando K =0, entonces x =ce, N (—o0) =

Por otro lado; lim K N (- In K) = 0. Por co_;

K—>o

0s es la siguiente: cuando K = 0, no hemos
n el futuro. Como el valor actual neto del pt
io de la accigreb@jaro que una opcion de
10,:C = S.

La intuicion detras de estos resul
pagar nada para hacernos con una accig
dela accion en la fecha de ejercicio es €

compra es equivalente a poseer una acgipo

Cuando K tiende a infinito, Jecir que hemos de pagar una cantidad en
fecha de ejercicio, que con segurid superior al precio de la accion; por consiguie
nunca ejerceremos esa opcion, por.lo cual suvalor es cero.

4. o, volatilidad

a3y la 1 es la volatilidad de la accién. labla 3 es

50%, mientras que laabla 1 e %, Podemos observar como el precio de la opcion es may
cuanto mayor es la volatilidad. Unasyglatilidad mayor implica una mayor probabilidad ¢
valores altos y valores bajos de la accion en la fecha de ejercicio. Comoquiera que el pose
de la opcion no esta obligado a ejercitarla, esto quiere decir que se beneficiara de
ltos 0 se vera perjudicado por la probabilidad mayor
accion; por consiguiente, una mayor volatilidad implics

La Unica diferencia e

3. Valores de distintas opciones de compra
a opcién se calcula utilizando la férmula de Black y Scholes)
r

1,05 1,10 1,15 1,20
~ 204,27 207,62 210,79 213,79
400 113,63 115,14 118,79 122,30 125,66
500 51,42 52,53 55,26 57,94 60,57
600 19,42 20,01 21,50 22,99 24,49
700 6,44 6,70 7,35 8,01 8,69

S = 500 pesetas; t = 0,25 afias= 0,5
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Para cuantificar mas exactamente la variacién el precio de la opcién cuando
produce un cambio en la volatilidad, derivamos la expresion de Black y Scholes con respe
a la volatilidad1): aC /9o = SVt N'(x) > 0.

Cuandoo —> 0, entonces C >Max [S — K %, 0]
Cuandoo —> o, entonces C > So.

Demostracion:
—Sio=0, entonces: x =+w siS>KFfly
= _o SiS<KT!

Portanto, N(xX) =1siSo>KT
=0siSo<KT y C=

— Sic—> o, entonces X >+ o y X +0 vVt =
Como N ) =1 y N (—0) =0, entonces C =

Cuando la volatilidad de la accion es ¢ero, podemos considerar la accion como
instrumento de renta fija, ya quedsF 0, la aCCIO. carece dg riesgo. El valor actual neto del
precio a pagar en la fecha de ejercicio e§ Kyre val tial neto del precio de la accion
en la fecha de ejeI’CICIO es, por definicion, el pregig de la accion hoy; por consiguien
C=Max [S-KF? 0]

el precio de la opcion tiende hacia el preci
'de ejercicio pasa a ser insignificante
en la fecha de ejercicio.

Cuando la volatilidad tiende a in
de la accién, porque su valor actual neto di
respecto al valor actual neto del precio

5. S, precio de la accién

- precio de la accion con respect@laldalT

es superior eraldaT4. La intuicion detrads de este
.caracteristicas iguales, cuanto mayor es el pre
ac 'de que sea también mayor el precio de la accion €

En la Tabla 4 hemos incre
Noétese como el precio de la opCi
resultado es que siendo todas Ias d
la accion hoy mayor es la pr ‘
fecha de ejercicio.

Tabla 4. Valores de distintas opciones de compra

(El valor gh ¢ion se calcula utilizando la férmula de Black y Scholes)
2 r
K 1,10 1,15 1,20
300 "303,64 307,06 310,30 313,37

204,91 209,46 213,77 217,85
109,80 114,92 119,82 124,53
39,41 42,96 46,51 50,04
8,89 10,19 11,57 13,02

S = 600 pesetad;= 0,25 afios;o = 0,3

(1) Se suele denominar VegaoC /do.
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La expresion de la derivada parcial de la férmula de Black y Scholes con respectc
precio de la accién tiene mucha importancia en la construccion de una cartera réplica, ct
veremos mas adelante, y se denomina delta.

Delta=A=0C/0S=N((x)>0

Cuando S -0, entoncesC>0 yA—>0
Cuando S — o, entonces C >0 y A—> 1.

Cuando el valor de la accion tiende a infi
ejercicio es una cantidad despreciable con res
el precio de la opcion tiende también a infinito.

gfor actual neto del precio d
o de la apudegnsiguiente,

Tabla 5. Valores de una «call» (peset

‘ Ormula de Black y Scholes)
r=1,1; K=500 pe

%

S (pesetas) 1 mes 12 meses 24 meses

0,0833 afios 1,00 afio 2,00 afios
200 0,00 0,08 2,14
250 0,00 0,87 7,78
300 0,00 4,16 19,18
350 0,00 12,58 37,26
400 0,08 28,19 61,90
450 2,67 27,21 51,68 92,33
500 19,25 53,92 82,46 127,57
550 56,53 89,43 119,18 166,60
600 104,19 131,27 160,36 208,52
650 153,97 177,03 204,68 252,62
700 203,96 224,96 251,10 298,33
750 253,9 274,01 298,88 345,21
800 303 323,58 347,52 392,94

La Tabla 5
precio de la accio
anteriormente. ,

@“la variacion del precio de una opcién cuando cambia
po hasta el ejercicio. Los resultados son los apuntados

La Figura™t a representacion grafica daldalb.
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Figura 1. Valor de una opcién de compra segun la féormula de Black y Scholes
r=1,1;, K=500 pesetas; Volatilidad = 30%

400 +—
350 +
300 +
250 +

C 200 +

150 + Valores intermedios

1,3,6y 12 mese
100 +

50 +

200 300 400

En la Figura 2 se observa la
europea a medida que mayor es el t
También se puede ver que, para un
valor de la opcién de compra es m

Figura 2. Valor de
S =500

200

150

100+

50

“Tiempo hasta el ejercicio (meses)
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Precisamente, la Figura 3 muestra también como afecta, en términos de menor v
de la opcidon de compra, el hecho de ir aumentando el precio de ejercicio de la misi
También se observa que, dado un determinado precio de ejergicio, la opcion de compra
gue le falta mas tiempo hasta el vencimiento es la que tiene u

Figura 3. Valor de una «call» europea segun la férmula d&.Blag
S =500 pesetasy = 30%; r=1,1

240
200

160

C 120

80

40

300

La Figura 4 muestra la difere
todos sus parametros, excepto en e
de 500 ptas., y otra, de 600 ptas.

Otese co 10 siempre la opcion con precio de ejercici
500 ptas. tiene un valor superior al i

la opcign con precio de ejercicio de 600 ptas.

Figura 4. Valor de ¢
r=1,1,

segun la formula de Black y Scholes
es; Volatilidad = 0,3

350 -
300
250
200 -
150 -
100 -

50

200 300 400 500 600 700 800
S (pesetas
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La Figura 5 nos muestra los valores correspondientes a tres opciones que difie
Uunicamente en la volatilidad de la accion a la que se refiere; las volatilidades son 0,2, 0
0,6. Notese como cuanto mayor es la volatiidad, mayor es el precio de la opcion
consideramos los demas parametros constantes.

Figura 5. Valor de una «call» segun la formula de BI
r=1,1;, K=500 pesetas; t=6 meses

La Figura 6 muestra la evolicion en
la volatilidad de la accién a la que se refier
valor de la opcion. Notese que |8 v
el precio de ejercicio de la opcién

all»“eliropea segun la formula de Black y Scholes
0.pesetas; r = 1,1; t = 6 meses

180

160 | /l—é'
140

120

o 100

80

60

40

20 f=—"

0

Figura 6. Valor de u

=" /
[ K = 600|

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80%
Volatilidad
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La Figura 7 muestra la influencia del tipo de interés en el valor de la opcion ¢
compra. Notese de nuevo como cuanto mayor es el tipo de interés, mayor es el valor ¢
opcion de compra.

Figura 7. Valor de una «call» segun la formula de Black y Sgholes
t =6 meses; K =500 pesetas; Volatilidad .0

400 +
350 +
300 +
250 +

C 200+

150 + La linea intermedi

100 4 corresponde ar =1

50 +

200 300 ~ 700 800

En la Figura 8 también se abserva la f;rma en la que afecta el tipo de interés al v:
de la opcion de compra: éste crece ¢onforme aumenta el tipo de interés, siendo el increm
mas acusado conforme menor es de ejercicio de la opcion.

Figura 8. Valor de una «call» ea segun la formula de Black y Scholes
S =5 esetas; t = 6 mesas= 30%

200
180
160
140
120
C 100

1,00 1,10 1:20 1,30 1,40 1,50 1,60 1,70 1,80
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4. Cartera réplica equivalente a la opcion de compra

La derivacion de la formula de Black y Scholes se basa en que es p05|ble forr
unacartera con acciones y bonos que constituye una perfecta a de una opcion de con
Esta cartera se ha de ir modificando segun cambia el valor d accion, y también co
transcurso del tiempo. La cartera réplica de una opcion de:.compra. esta compuesta en
momento por acciones y por dinero prestado, o, lo que:ses“lo mismo, bonos vendido
credlto(l) Es importante sefialar de nuevo que con las hipdtesis bajo las que se ha deriva

d :

Una opcién de compra = cart

A acciones y B pesetas presta , ver en t,

ncién del precio de la accién. La Figura nos

permite ver cmo —aunque no se mOdIf_I precio de la accidnddaina opcion varia

con el paso del tiempo.

Figura 9. Delta de una opcion (

1,00 +
0,9C +
0,80 +
0,7C +
0,60 +
Delta 0,50
0,40 4
0,30 1
0,20 1
0,10 4
0,00 |

t = 24 mese

t=1 me:

Valores intermedios: 3, 6 y 12 me

500 600 700 800

S (pesetas

(1) Alternativamente, la carterairéplica puede construirse con bonos y «forwards». Un «forward» es equivalt
a comprar una accién con dinero prestado. Por ello, la cartera réplica puede construirse compre
inicialmente algunos bonos y contratos «forward». Posteriormente, basta ir modificando el ndmero
«forwards» para replicar la opcion.

(2) Tomar prestadas B pesetas es equivalente a vender a crédito bonos cup6n cero (o pagarés) que caduc
y que tienen un valor nominal de K N (>a-t).
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En la Figura 10 se observa la evolucién d& kegun el tiempo que falta hasta el
ejercicio de la opcion.dambién se observa que, dado un numero determinado de meses he
el ejercicio, el valor de IA es mayor conforme menor es el precio de ejercicio. No obstante
los valores de la\ segun diferentes precios de ejercicio empiezan siendo muy dispar
cuando el tiempo hasta el ejercicio es escaso, mientras que acabagieodgedentro de un
rango cuando el numero de meses hasta el ejercicio es elevad ;

Figura 10. Delta de una «call» europea segun la férmul
S =500 pesetas; r = 1,15 = 30%

de Black y Scholes

1,00+
0,90
0,80 K=
0,70
0,60
0,50
0,40
0,30
0,20

0,10 i

0,00 /

Delta

influencia del incremento en el tipo
es el precio de ejercicio de la opci6

1,00
0,90 A
0,80 A
0,70 +
0,60 -+
0,50
0,40
0,30
0,20
0,10
0,00

1,00

Delta
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En la Figura 12 se observa la influencia de la volatilidad de las acciones q
componen la cartera y del precio de ejercicio de la opcion de compra en el valadk.de le
Mientras que para valores reducidos de volatilidad hay una gran dispersion énseglan
sea el precio de ejercicio, a medida que aquellos empiezan er elevados se produce
convegencia en los valores defa

Figura 12. Delta de una «call» europea segun la férmul
S =500 pesetas; t = 6 meses; r = 1,

1,00
0,90 N\ —

, [K =400
0,80 AN

0,70 S

0,60
0,50
0,40
0,30
0,20
0,10
0,00

[K=500]

Delta

0% 10% 20% 30% 60% 70% 80%

dA lkde una opcion de compra segun

La Figura 13 muestra la evoluc
e que, segun se reduce el tiempo que falta

sea el precio de ejercicio de la mism

1,00
0,90
0,80
0,70
. 0,60
§ 0,50 [ t=1aiic
0,40
0,30
0,20 [t=3 mese |
0,10 ~— B
0,00 —
300 600 700 800

K (pesetas
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La Figura 14 muestra el impacto de la volatilidad ef ¢& una opcion.

Scholes

Figura 14. Delta de una «call» segun la férmula de Blac
r=1,1;, K=500 pesetas; t=6 meses

Volatilidad = 1
Delta

0,20 -

0,00
200 700 800

Se define Gammal'j de una o omo la derivada de delta con respecto ¢
precio de la accio(l). Notese que gami 3.6 i

Fr=02C/0S%=0A/3S =N

La elasticidad de una opciot
cuando el precio de la accion car

= [0C /0S]/[C/ S] S/S]=AS/C=N(x)S/C.

=pC/

5. Pardmetros necesarios para calcular el gcio de una opcién

Para utilizar la formu Black y Scholes (o el método binomial) necesitamc
conocer cinco parametros: el precio de la accion, S; el precio de ejercicio, K; el tiempo he
la fecha de ejercicio, t tlpo de:interés sin riesgy, la volatilidad,o. Los tres primeros
pardmetros son direc =gbservables, y uno mas el tipo de interés (r) es también
directamente observs ero hemos de hacer la salvedad siguiente: r = 1 + R, sienc
interés anual. Por gjfemp el tipo de interés es del 10%, entonces R=0,1 y r=1,1.

1gamos que un pagaré del Estado que da derecho a su poseedor a cobrar 100 p
- se puede comprar hoy por 95 pesetas. Si estamos interesados en calc
precio de una opcién que sé puede ejercitar el mismo dia que vence el pagaré, calcularemos r del sigt

modo:
=1 -1/, 49863 _
t=182/365= 0,49863‘,‘tr= 0,95;r= 0,95 =0,95 =1,1083

(1) Es también la segunda derivada parcial del precio de la opcién con respecto al precio de la accion.
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Nos queda Unicamente estimar la volatilidad de la accién a la que se refiere la opci
Hay que notar que la volatilidad relevante —que es la que hemos incluiddéemula de
Black y Scholes— es la volatilidad entre momento actual y el dia en que expira la opcion.
embago, en muchas ocasiones se utiliza la volatilidad histériga: como una estimacion de
futura volatilidad. Esto serd apropiado cuando no se prevea en:el futuro ninguna alterac
sustancial que haga pensar que el periodo que tenemos por gdelante.sea.distinto (en térmir
volatilidad) que el periodo histérico sobre el que estamos midiendo la volatilidad.

precio de una opcion cot
' “fa volatilidad de la accion e
20 semanas anteriores. En lable 6 hacemos el ejercicio con:precios semanales, pero ¢
podria hacer exactamente igual con precios diarigs. L é:golumna (1) aldda6Tes el precio
de la accién. Hay que tener en cuenta que si Ja“accion“pagoé algun dividendoga belar
estas 20 semanas, éste se ha de sumar a la cétizacién. Rel mismo modo, habria que aju

& accion

Semana St Dt = §/S1 Ri—H Ry - u)z
@ &) 4 ®)

0 650
1 625 0,961538 —-0,048784 0,0023798
2 630 1,008000 —-0,001595 0,0000025
3 644 : 0,012416 0,0001542
4 692 0,062324 0,0038843
5 681 —0,025586 0,0006547
6 654 —-0,050018 0,0025018
7 680 0,029423 0,0008657
8 635 -0,078031 0,0060888
9 690 0,073504 0,0054028
10 719 0,041170 0,031607 0,0009990
11 720 1,00139%; . 0,001390 -0,008173 0,0000668
12 720 1,000000 0,000000 —0,009563 0,0000914
13 730 0,013793 0,004231 0,0000179
14 769 0,052046 0,042484 0,0018049
15 —0,074208 -0,083771 0,0070175
16 0,038466 0,028903 0,0008354
17 —0,009479 —0,019042 0,0003626
18 0,021535 0,011972 0,0001433
19 0,050627 0,041064 0,0016863
20 —0,003805 —-0,013367 0,0001787

Suma 0,191256 0,0351384

Media 702,761 0,009563
Desviacion estandar semanal = 0,043005 (Varianza semanal = 0,001849)
Varianza anual = 0,096168

Desviacién estandar anuals310110 = \Wlatilidad anual = 31,011%
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La columna (2) es el precio de la accion de la semana dividido por el precio de
semana anteriol,a columna (3) es el logaritmo neperiano de la columna (2), esto es,
rendimiento semanal de la accion.

idar del rendimiento de
standatimacion sin

La volatilidad anual es precisamente la desviacion est
accion en un afio. La varianza es el cuadrado de la desviacio
sesgo de la varianza semanal ¢&ine dada por la expresi¢t

S (Rt—W)2/ 19 = 0,001849
dondep es la media de {Resto es:} (Ry) / 20 = 0,00956

varianza anual es: 520,001849 = 0,096168. La volatili
cantidad, esto es:; 0,311

cual la estimacion de la
5 la raiz cuadrada de es

6. Razones por las que el modelo es muy exacte

Llegado a este punto, es probable que el lector
modelo es un interesante ejercicio matematico;:p as hipdtesis en que se basa sor
poco realistas. Una de las hipétesis era que no e tomisiones ni impuestos diferenci
Esta puede ser una hipotesis no muy plausible para un pequefio inversor papecalar
ciertamente lo es para los grandes inversores, que son los que al final fijan las cotizacio
pues son los que pueden aprovechar rbltraje en bandas mas estrechas. La sef
hipotesis asumia que se puede tomar pf vertir dinero a la tasa de interés sin ri
Esta no es una hipétesis que se aleje de Ia realidad para los mayores inversores. La te
hipétesis es que la tasa de interés r.:€s: cida y constante durante la vida de la op
Aunque sabemos que la tasa de interés vatia, el permitir que la tasa de interés sea ale
introduce una pequefia y despreciable variacign.

té pensando que la derivacior

Las hipotesis de merca
accion vienen determinadas por
el precio de la accion. Hay tres fact
modo ligeramente distinto que:i

inwe:y del movimiento supuesto para el precio de
istribucion logaritmico normal que hemos supuesto
gue hacen que el precio de la accion evolucion
istribucion logaritmico normal:

1. La volatilidad no es consténte, sino que es inversamente proporcional al precio

la accion.

tos tres efectos tienden a amortiguarse mutuamente, con lo
. es despreciable. El efecto 1 causa infravaloracion para aqu
e la accion es sensiblemente menor que el precio de ejercic
la opcion, y so | para aquellas opciones en las que el precio de ejercicic
sensiblemente menor al*precio de la accion. Los factores 2 y 3 producen sobrevaloracion
opciones con precio de ejercicio superior al valor de la accién e infravaloracion (normalmer
para aquellas opciones cuyo precio de ejercicio es menor que el precio de la accion.

el efecto conjunto de
opciones en las

(1) Aungue el estimador de maxima verosimilitud de la varianZa(8% — p)Z/ n, este estimador resulta sesgado.
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En general, el modelo de Black y Scholes es un modelo muy atil y muy exacto. P«
el caso en que la accidon a la que se refiere la opcion pague dividendos durante la vida «
opcion, hay dos procedimientos para ajustar el valgrrocedimientgp menos exacto es seguir
utilizando la férmula de Black y Scholes y ajustar el parametrg.S: en lugar de introducir
precio de la accion, introduciremos el precio de la accion menos. el valor actual neto de
dividendos que esperamos gque pague la accién durante el e vigencia de la opci¢

Hay otro método que es exacto y que consiste en el:empleo del método binomial.
cualquier modo, las divgencias entre estos dos metod —cuando el tiempo hasta
ejercicio no es muy grande— muy pequefias.

7. Ejercicio anticipado de la opcion

La formula de Black y Scholes supone nunca se ejercera antes d

ejercicio: en cualqwer momento anterior al
mercado secundario a ejercitarla.

El ejercicio anticipado de la «cal
la accion reparta dividendos. En este
inmediatamente anterior al reparto del

De nuevo podemos utilizar d

dividendos esperados durante el perio
superior al segundo, entonces puede

El segundo procedlm 0.—mas exacto— es utilizar la férmula binomial. De nue\
-y salvo que la opcion tenga unagtald cion (superior a un afo) o que los dividendos seal
muy elevados— las dos formulas producen resultados muy similares.

8. Comprobacién empirica de la farmula de Black y Scholes. Formulas alternativas
Desde que:

estudiosos han pub

ajustan a la for

Scholes dieron a conocer su popular férmula, numeros
restigaciones tratando de comprobar si los precios de mercac
r estudio fue publicado por Galai, en 1977; posteriormen
Trippi, Manaster 0s gtros publicaron estudios tratando de comprobar la posibilidad
conseguir beneficios e ordinarios utilizando estrategias de compra y venta de opcio
utilizando la formula de Bfack y Scholesodbs estos estudios originales tuvieron algunos
errores técnicos que fueron resueltos por Rubistein en 1981. La conclusion general es gt
modelo de Black y Scholes nos proporciona una herramienta extremadamente valios
precisa para calcular los precios de las opciones, y que ninguno de los otros mod
desarrollados con posterioridad para valorar las opciones lo mejora sustancialmente.
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Se han desarrollado muchas férmulas alternativas a la de Black y Scholes p
valorar opciones. La mayoria de ellaggsmr de considerar que el precio del activo subyacente
no evoluciona como supone la férmula de Black y ScHa)esino de otro modo.

Cox y Ross (1976) derivaron formulas alternativas se
subyacente siguiera un proceso de difusion, un proceso de salto
de la varianza constan{@). Merton (1976) propuso un pe
Merton (1973) fue el primero en desarrollar formulas
aleatorios. Hull y White (1987), Johnson y Shanno (198
publicaron férmulas de valoracién con volatilidad del
especializadas siguen apareciendo formulas de valoracié;
movimiento del subyacente.

gue el movimiento d
N proceso con elasti
saltos con difusion
oniendo: los tipos de inter
tt (197 yging/ (1987)

nte aleatoria. En las revis
istintas hipotesis sob

Como es evidente que la volatilidad d
investigadores dedicaron sus esfuerzos a desarrg
numéricos) de opciones con volatilidad aleatoria. D
ARCH («autoregressive conditional heteroskedasticitys) V-
conditional heteroskedast|0|ty(>3) Se han realizado muchos test para ver si estos modelc
valoran mejor las opciones que la férmula de Black y Scholes casi siempre comparando
resultados con los precios de mercado, pero las dos no son concluyentes y today
formula de Black y Scholes (o el método binomial:e mulacion con volatilidad constant
sigue siendo la mas utilizada. En lo que respecta a opciones sobre divisas, Melinbul T
(1995) ofrecen un trabajo muy interesante que compara la férmula de Black y Schc
(utilizando la volatilidad histérica o la volatilidad implicita) con otra férmula con volatilidad
aleatoria. Lo interesante del articulo radi 1as:que en las conclusiones a que llegan) er
realizan la comparacion de las dos férmulas en b al ajuste de las carteras réplicas asoci.
ambas formulaé).

9. Opcion de venta («put»)

Podemos obtener el valor y las propiedades de una opcién de venta europea a [
de los de la opcion de com foga'y haciendo uso de la «put-call parity»:

C=S+P—KT

La férmula de BI holes para valorar opciones de venta europeas viene dada

(1) Volatilidad constante, t
(2) Cox y Rubinstein (1985), en las paginas 360-370, exponen con claridad estas formulas.

terés constante, sin saltos.

(3) Véase articulos de Engle y Mustafa (1992), y Kang y Brorsen (1995).

(4) Una buena recopilacién de la literatura financiera sobre este tema se encuentra en Bates, David S., «Te
Option Pricing Models», Wharton, 1995.
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Es importante recordar que debido a la posibilidad de ejercicio éptimo anticipado,
valor de una «put» americana es siempre superior al de una «put» europea con idén
caracteristicas. Para S = 0, wozy la «put» europea vale P = rLa «put» americana vale K.

Las Tablas 7, 8, 9, 10 yllmuestran como cambia el valot.de una opcion de vent:
europea cuando cambian los parametros que la caracteriz ¥ las Figuras 15 a
22, permiten comprobar como los parametros afectan el vai

Podemos escribir mas precisamente la sensibili
cambio en el valor de sus parametros.

La Figura 15 muestra como el valor de un

‘ de aumentar o dismin
cuando aumenta el tiempo hasta la fecha de ejerdRibot

“Kr'Ln(r)>=<0.

En las Figuras 16 y 17 se observa la eve
cuando varia el precio de ejercicio y el tiempo

La Figura 18 muestra cér£n0 e! valor d
de ejerciciodP /0K =0C /oK +r1 =1 "[1 = N (

La Figura 21 muestra como ¢
interés:aP /or = [0C /ar] —t K r 7

e el valor de la «put» disminuye a medida
disminucién es mas acusada cuanto mayor

En la Figura 22 se puedg a
aumenta el tipo de interés. Ade
precio de ejercicio de la opcion.

Las Figuras 15, 1 .. 21 permiten comprobar como el valor de una «pu
disminuye cuando aumenta el preciode la accién a que se refiere:

(x):1<0

9P /3S = PC /3S
( 0A/3S =N’ (x) / (So Vi)

M =0%P /0% =

de valor Py parametios K, t,r y S

Una opcion de venta = carteplica compuesta por:

A acciones vendidas a credito («short:B gesetas invertidgd) en todo momentp
a devolver en t, donde: ‘
A=0P/0S=NW)=1-N(X) yB=Kr "N (Ww-0ot).

(1) Invertir B pesetas es equivalente a comprar bonos cupén cero (o pagarés) que vencen en t y que tien
valor nominal de K N (w & Vt).
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(El valor de la opcion se calcula utilizando la formula de Black y Scholes)

300
400
500
600
700

300
400
500
600
700

21

Tabla 7. Valores de distintas<puts» europeas

r

1,03
0,00
1,80

27,98

100,49
195,28

Tabla 8. Valores de distintas )
(El valor de la opcién se calcula utilizghd6la ormu a de Black y Scholes)

1,05 1,10
0,00 0,00
1,66 1,38

26,78 24,03
97,95 91,93
191,99 184,11

S =500 pesetas; t=0,25 afosg;

o

1,03
0,17
6,17

38,36

105,27
193,23

1,05 1,20
0,15 0,05

, 2,76
35,98 22,27
100,6 72,12

158,78 146,33

0,5 afios 0=0,3

e distintas «puts» europeas

1,10 1,15 1,20
0,55 0,48 0,43
9,37 8,56 7,84

43,49 40,77 38,29
107,37 102,39 97,75
190,86 183,97 177,50

S =500 pesetas; t= 0,25 afio§ =0,5

297-242
FN-425
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Tabla 10. Valores de distintas «puts» europeas
(El valor de la opcion se calcula utilizando la formula de Black y Scholes)
r

K 1,03 1,05 1,10
300 0,48 0,44 0,35
400 22,38 21,42 19,22
500 98,57 96,34 91,06
600 195,67 192,83 186,00
700 294,85 291,52 283,52

Tabla 11. Valores de distintas )
(El valor de la opcion se calcula utilizando wiaide Black y Scholes)
r=1,1,

S (pesetas) 1 mes 3 meses 24 meses

0,0833 afnos 0,25 afios 2,00 afios
200 296,04 288,23 215,36
250 246,04 171,00
300 196,04 132,41
350 146,04 100,48
400 96,13 75,12
450 48,72 55,56
500 15,30 40,79
550 2,58 29,82
600 0,23 21,74
650 0,01 15,84
700 0,00 11,55

Figura 15. Valor de un t» europea segun la formula de Black y Scholes
r=1,1; K="%00 pesetas; Volatilidad = 0,3

200 -

Valores intermedios: 1, 3, 6 y 12 me

P 150 -

100 &4 t=24 mese

50 +

200 300 400 500 600 700 800
S (pesetas



IESE 23 297-242
Universidad de Navarra FN-425

Figura 16. Valor de una «put» europea segun la formula de Black y Scholes
S =500 pesetas; r = 1,1; Volatilidad = 30%

100

80

60

40

20

Figura 17. Valor de una «put» eu ea segun la formula de Black y Scholes
S =500 pe =30%;r=11

200

\ W

150

P 100

50

500 600 700

K (pesetas
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Figura 18. Valor de una «put» europea segun la formula de Black y Scholes
r=1,1, t=6meses; Volatlidad =0,3

800

Figura 19. Valor de una «put» a formula de Black y Scholes
r=1,1;, K

800
S (pesetas
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Figura 20. Valor de una «put» europea segun la formula de Black y Scholes
S =500 pesetas; r=1,1; t = 6 meses

160
140
120
100

P 80
60

40 —
20 —
0 ..
0%  10%  20%  30%  40% , 80%

K =600

Volatilida

Figura 21. Valor de una opcion |
t = 6 meses;

a segun la formula de Black y Scholes
sétas:’ Volatilidad = 0,3

200 -

150 - . .
La linea intermedic

100 + correspondear=1

50 +

200 ' i 800
S (pesetas
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Figura 22. Valor de una «put» europea segun la formula de Black y Scholes
S =500 pesetas; t = 6 meses= 30%

120
100
80
P 60
~
40 \\
20 [K= 400! I
0 .

1,80

10. La distribucién normal

La Figura 23 es la representacia
(de media cero y varianza unidad), qu

-1/2 —x2/2
e

a dIStI‘IbUCIOH de probabilidad normal estan
N (x) =(2m)

comprendida debajo de la distribu
media cero y varianza unidad) e

La Figura 24 permi siar que N (— x) =1 — N (x). La Figura 25 es |
representacion de la distribu garltmlco normal. Se obtiene directamente de la Figura
La rentabilidad de las acciones s ieja a la distribucién normal, mientras que el preci

las acciones se asemeja a la distribucién logaritmico normal.
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Figura 23. N’ (x)

™~

N'(x)

N(X)
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Figura 25. Distribucion logaritmico normal

0,70

0,60

0,50 \

0,40

flexp (x)]

0,30

0,20

0,10

0,00 +

12. Valoracion de opciones sol& accion rten dividendos

Para valorar opcione=uropeasso cciones que reparten dividendos es necesari
realizar un ajuste en la formula de Biac zholes: se introduce S — D (eI precio de la acc
menos el valor actual de los dividendos), en gar del precio de la accion.

Ejemplo. imos en el gj
sobre una accién que no reparte divi

seccion 2 que el valor de una «call» europ
ndos con las siguientes caracteristicas:

S = 500; K = 4000 ;
repartiese un dividendo de 10 pé
101,44 pesetas. Este valor se obt
10/1,1212), en lugar de 500

y t=0,25, eslQ,80 pesetas. Si la accion
as dentro de dos meses, el valor de la «call» europea
troduciendo en la formula S — D (490,158 = 5C

Andlogamente, .

es 1,38 pesetas. Nota
1, 1—3/12

a «put» europea sobre la accion, si no reparte dividenc
le la «put-call parity» (1201801= 500 + 1,38 — 400 X

El valor de
dentro de 2 mes
101,44 =500-1

europea sobre la accion, si existe un dividendo de 10 pese
seria 1,86 pesdtasNotar que se cumple la «put-call parity» (10.4):
212+ 1,86 — 400 x 1,112

(1) Esta valoracién es aproximada. Si el dividendo es pequefio en relaciéon al precio de la accion,
aproximacion es muy buena. El valor exacto de opciones sobre acciones que reparten dividendos se ot
con el método binomial.
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Merton desarroll6 una formula para valorar opciones europeas en que los dividendo:
suponen continuos y dependientes del precio de la accion. Si los dividendos anuales de la a
son el d% de su cotizacion y los paga de modo continuo, el valor:de la «call» viene dado pol

Férmula para valorar opciones con dividendos continuos

C= S(1+dYN(x) KrtN (x - gVt
P=Kr~ N(—x+0\/t)—S(1+d)'N(—x)

()
siendox =Ln (S(L+d)/KrY)/(oVvt)+ovt/?2

Noétese que S (1+6‘)no es mas que el precio accion menos el valc

actual de los dividendos.

Ejemplo. Si una accién que hoy tiene un precio de 50@:pesetas reparte continuamente un dividendo &
del 8% (d = 0,08), el valor actual de tener una accién.det 0 es 500/1,08 = 462,96296 pes
Expresando el dividendo como interés continuo, esto gigrifica qué‘estamos suponiendo que la accion re
en cada instante un dividendo anual equivalente al 7,696104% de $u cotizacion (0,07696104 = In[1,08]). Vi
gue esto es equivalente a suponer que la accio gara a lo Jargo del afio un Gnico dividendo igu
7,407407% (1 — 1/1,08) de su cotizacion. :

Si el dividendo no es continuo y constante a lo large
que d sea el dividendo promedio.

vida de la opcidn, (3) es correcta siem

'samerlcanas el valor correcto se obtiene
existen algunas aproximaciones:

Cuando las opciones de com|
Unicamente utilizando el método binomjal. !

1) Valorar la opcion como si uropea siguiendo el procedimiento descrito.

2) Calcular el valor de varias opcion s europeas: una con fecha de ejercicio er
final de la vida de la op , con fecha de ejercicio en cada fecha en ¢
la accion reparta dlvd | valor de la opcién sera el mayor de tod:
estos valores.

3) Utilizar otras form 14s sofisticadas y exactas, como la de Wikadyy
Geske (2) El pr :\Whaley realiz6 una comprobamon de los tres métodc
y encontré que el tercerg{efror = 1,1%) es un poco mas exacto que el segur
(error = 1,5%), y éste, a suvez, mas exacto que el primero (error = 2,1%).

En resumen, pademos decir que para la valoracion de opciones existen dos metc
fundamentales. El denominado método binomial puede aplicarse en todos los casos,
exige un elevado numerg.de calculos (si bien faciles de programar en ordenador). El segt
método consiste en el en “la férmula de Black y Scholes, relativamente sencilla,
cuya validez esta limgif: rtos casos. En la practica, la utilizacion de un método u «
depende del tipo d opcion a valosegln se indica en el siguiente Cuadro:

(1) Este método lo introdujo
Analysts Journaljulio-agos

er Black en su articulo «Fact and Fantasy in the Use of Opitiameial
y:de 1975, pags. 36-72.

(2) Véanse: Whaley, Robert E., «Valuation of American Call Options on Dividend-Paying Stdokeyal of
Financial Economicsvol. 10, 1982, pags. 29-58, y Geske, Robert y Richard Roll, «On Valuing Americar
Call Options with the Black-Scholes European Formulasrnal of Financejunio de 1984, pagd43-455.



IESE 30 297-242
Universidad de Navarra FN-425

Sin dividendos «Put» «Call»

Opcidn europe Black-Schole: Black-Schole

Opcién american Binomial

Con dividendos «Put»

Opcidn europe Binomial o Black-$c
Opcion americar Binomial

13. \Wlatilidad implicita

En muchas ocasiones conocemos el delas opciones; por ejemplo, cua
Vemos sus precios en el mercado. La cuestiéon sptonces nos preguntamos con frecu
es cual es la volatilidad implicita en ese precio, esto es, qué volatilidad hemos de utiliza
la férmula de valoracién para obtener el precio que observamos en el mercado.

jentes opciones europeas sobre una accion de
1,10. El precio de la accion de X es 400 pes

Ejemplo.Calcular la volatilidad implicita de‘tas;gi
empresa X, que se podran ejercer dentro

K «Put»
300 6,37
400 37,92
500 100,82

SolucionPara todas las opciones se co ba que la volatilidad daual acciéon (suponiendo que no
repartira dividendos durante lo 19S5 meses) es 45% [hual.
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Apéndice 1

UTILIZACION DE LA FORMULA DE BLACK Y SCHQOLES
PARA VALORAR OPCIONES

Hipdtesis bajo las que se ha derivado la formula de.Bla Scholes

Las hipotesis necesarias para derivar la formula, y Scholes son las siguien
‘tmpuestos diferenciales. E
jpuestos, sino que los impues
s acciones que al de la deuda.

— H21: no hay costes de transaccién, ni comision
no significa que no se admita la existenc
afectan de igual modo al rendimiento d

— H2: se puede tomar dinero prestado, e
interés y sin restricciones.

1 renta fija al mismo tipo ¢

— H3: la tasa de interés sin riesg
comprendidoentre T=0y T=t.

y constante en el intervalo
— H4: La venta a crédito de accignes, con total uso del dinero procedente de
venta, no tiene ninguna restri

— H5: Se pueden comprar y v iones continuamente.

— H6: El movimiento del pr a accion se puede describir como un proce:
de difusion. Una |mpllca ta de esta hipodtesis es que el rendimien
diario de la accion seguira una distribucion normal.

:OyT:

res y bonos (o tomando dinero prestado) de maner:
| sea exactamente igual que el rendimiento de una op

de valores (cartera repllca)
el rendimiento de la cartera
de compra en un intervalo de t
composicion de la cartera réplica (confel transcurso del tiempo y cuando cambia el precic
la aCC|on) es posible logr e la cartera réplica tenga un comportamiento idéntico al d
opcion. Por tanto, el pret - [ ' [

Las hipétesis
embago, son bastant
cinco primeras hipg
no habra dividendgs ent
férmula de Blac

hbles para los inversores institucionales, los cuales cumplel
ecuadamente. La hipotesis H7 simplemente hace referencia ¢
Oy T =t. Para el caso de que la accion reciba dividendos
choles se adapta muy facilmente.



